1. cviceni - teorie

Tabulka derivaci od Kuncové (odkaz)

Véta (linearita integralu). Necht f, g jsou spojité funkce a a,b € R. Pak plati

/af(a:)—i—bg(a:) d:(::a/f(:c) dx+b/g(x) dz.

Véta (per partes). Necht u, v jsou spojité funkce na I. Pak plati

/U‘U/_U'U—/UI'U.

Véta (substituce). Bud F' primitivni funkce k funkei f na intervalu (a, b) a ¢ diferencovatelna
funkce na (o, 8). Je-li ¢ ((a, B)) C (a,b), pak plati

/ F(o(@))g! (z) dz = F(p(x)) pro = € (a, B).

NiZe bude:

e reciproké rovnice,

e parcialni zlomky,

e goniometrické substituce,

e odmocniny.

Vzorce

e (a+0b)?=a?+2ab+ b? (a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b?

o (a—b)?=a%—2ab+b? (a+b)® = a® — 3a%b + 3ab® — V?

a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?)

e a’—b?=(a+b)(a—10)
a® + b3 = (a +b)(a® — ab+ V?)

Reciproké rovnice

Definice. Uvazme rovnici a,z™ + - -+ + a1x + ag = 0, kde ag,...,a, € R a, # 0.
Pokud ar = a,_ pro k =0,...,n, pak je rovnice reciproka rovnice 1. druhu.
Pokud ar = —a,_x pro k =0,...,n, pak je rovnice reciproka rovnice 2. druhu.

Poznamka. 1. druh: prvni a posledni koeficient se rovnaji, druhy a predposledni se rovnaji,
atd. ...

2. druh: prvni a posledni koeficient se ve znaménku, druhy a predposledni se lisi ve
znaménku, atd. ...
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Priklad.

1. druh: 22% — 23 + 522 —24+2=0

2. druh: 3z* — 223+ 022 +22 —3=0

Pokud by v posledni rovnici misto 0 bylo jiné éislo, tak by neslo o reciprokou rovnici - 1.
druhu byt nemuze, nebot a4 # ag, a 2. druhu byt nemize, neb ay # —as (n =4,k = 2).

Plati nasledujici:

e Je-li  kofenem reciproké rovnice, pak i % je korenem reciproké rovnice
e 1. druh lichy stupen = —1 je kofen

e 1. druh sudy stupen = vytkneme z? a uzijeme substituci y = x + %

e 2. druh = 1 je kofen

Postup: Rovnici vydélime (z — kofen) nebo 22 - podle toho o jaky typ rovnice jde (viz
vyse). Dostaneme reciprokou rovnici nebo rovnici, kterou jiz umime vyftesit a postupujeme

dal.
Priklad. Vyfeste rovnici 32° + 162* + 2923 + 2922 + 162 + 3 = 0 nad R.

ReSeni. Ziejmé jde o rovnici 1. druhu lichého stupné. Rovnice by tedy, dle vyse uvedeného,
kotfen —1 (lze ovéfit dosazenim).

32° + 162* +292% + 2922 + 162 +3=0 /:(z+1) — kofen — 1
3zt +132° + 1622+ 132 +3 =0

Dostali jsme rovnici 1. druhu sudého stupné. Proto rovnici vytkneme 22 a provedeme
substituci y = = + %

13 3
3$4+13x3+16$2+13x+3:3}2(3:r2+131:+16++2>
X X
X X

13 3 1 1
pak3x2+13x+16++2:13<x+>+3(x2+2>+16:13y+3(y2—2)+16:
X X X X
=3y +13y+16 —6 =3y + 13y + 10 = (y + 1)(3y + 10) =
1 3
:<:E—|-+1) <3$++10>
T T
4 3 2 1 3
— 32"+ 13z + 162"+ 13x+3 == x+;+1 T 3$+;+1O =
=2 +z+1) (32 +102+3) = (2* + z+ 1)(3z + 1)(z + 3)

7Z rozkladu je vidno, Ze rovnice 3z* + 1323 + 1622 + 13z + 3 = 0 méa kofeny —%, -3.

Celkové méa zadana rovnice kofeny: —3, —1, —%.
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Parcialni zlomky
Jak na parcialni zlomky: https://math.fel.cvut.cz/mt/txtd/3/txc3db3i.htm

Rozklad na parcialni zlomky

e funguje v piipadé, ze Citatel je nizsiho fadu, nez jmenovatel - pokud tomu tak neni, tak
nejdiiv provedeme déleni polynomu polynomem

e jmenovatele rozlozim na souéin - co nejvic to jde, dostanu nejvyse kvadratické ¢initele

e napisu zadany zlomek = soucet zlomkiu takto:

A

— ve jmenovateli je (ax + )" = napravo napisu —= +b +- 4 m

— ve jmenovateli je (ax? + bz + ¢)” == napravo napisu % + 4 ﬁ
e ziskanou rovnici pfendsobim jmenovatelem
e upravim do tvaru ... = (.. )z" + (.. )z" P+ ()2 + (L)
e provonam koeficienty u stejnych mocnin z — soustava

e vyfresim soustavu — dostanu hodnoty A;, B;

Poznamka. Pfi rozkladu jmenovatele: pokud kvadraticky trojélen lze rozlozit na soucin, tak
jej rozlozim ( jinak by mohl vyjit zlomek, ktery nelze zintegrovat).

Navod/napovéda

e Citatel alespon stejného stupné, nez jmenovatel — déleni mnohoc¢lenu mnohoc¢lenem

rozklad na parcidlni zlomky

i m dx — substituce

I % dz — substituce

o [ az2 5 dz — substituci prevedeme na f 2 dy

1 . . . . . PN
1l T Te dz — doplnénim na ¢tverec, prevedeme na piedchozi pripad

° f m dz — f 2+1 — substituce © = tant
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Goniometrické substituce

1" Vizdy je tfeba si hlidat definiéni obory !!!
Necht R(-,-) je racionalni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomu dvou promén-
nych).
e R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) = t =cosz, dt = —sinz dz

e R(sinz,—cosz) = —R(sinx,cosx) = t =sinzx, dt = cosz dx

e R(—sinz,—cosx) = R(sinx,cosz) = ¢ = tanx pro x € (—% +km, 5+ k7r) ke Z.
Pak

1 o t2 9 1 , t
:t2+1dt’ sin $:m7 cos“ T = sinxcosx =

d -
v 14 t2° 1+ t2

e Vzdy: t =tan § pro x € (—7 + 2knm, 7 + 2kn)  k € Z.

Pak

2 , 2t 1— 2

= ——dt, sinz = cosxT =
1+t

d -
. 142 1+ ¢2

Odmocniny

Necht R(-,-) je racionalni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomu dvou promén-
nych).

U niZe uvedenych substituci: k dopoc¢tu dt nejdiive vyjadiime x v zavislosti na ¢ a pak
teprve derivujeme (vizte piiklad niZe)

e R(z, Yz+a),meNm>1, = t=%r+a

° R(x, m\/gafis>,m€N,m>l,a,b,c,deR,ad%bc = t= m,/‘c’:fjr's
. R(x,\/a:ﬁQ—i-bx—i-c)
o ar? +br+c=alr—11)? = Var?+bx+c= /alz — x|

o ar’ +br+c=alr —x)(r —12) = t=,/ai=1k
o ax? +bx + ¢ nema kofen = t = Vaz? + br +c+x\/a

Poznamka. Vyskytuje-li se v integralu vice odmocnin, pfevedeme je na mocniny téze odmoc-

niny (nap¥. \/z a /z prevedeme na (¥/z)* a (¥z)?).

Priklad. ¢t = (/%]

2 _r+1 2 _ 2 B 9 2241
t—x_zﬁt(m—Q)-x—l—l:x(t—l)—l—i-% = =57
2t + 1 4¢(t2 — 1) — (2t2 — 1)2¢ 43 — At — 43 — 2t —6t
T v (2 —1)2 (2 —1)2 (2 —1)2
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